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Il DIE MATERIALFUNKTIONEN

=2 (RT, %) werden. Jedoch: Diskussion dieser Funktionen ist

Q=¢(PT,Xi) kénnen im Prinzip ols gegebene Funktionen betrachtet
€=E&(PT,X;) unerldsslich fir das Verstindnis gewisser Stemtypen.

13. Die Zustandsgleichung_
Def. : Zustandsgleichung = Relation der Form §(P,T,¢,X{)=0

13.1 Partioldrucke

Gesamtdruck P =2 P, , B =Portioldruck , z.B. P : Tonendruck

1
—— Pe : Elektronendruck
~ P=P+P,+P, = P +P, P, : Strahlungsdruck
Ny g
= Gasdruck %

@) Der Strohlungsdruck  (LTE im Steminneren , Abweichungen = 10~%)

-4
| » =1§@.T a%ur

b) Der Druck eines idealen Gases

> R = & gT I 4 : abhdngig von der chemischen Zusammen-
& sekung und der Zohl der freien Elektronen,
d.h. vom Ienisationszustand

13.2 Tonisation

Bei TE und LTE : Ionisationsgleichgewicht —» Saha- Gleichung

vy -
Nred Ne = Ures 9 (2TmekT) e *kT




x 13.2
oder Nret Ne 2‘Br+1 +1 2 (2T me kT) / kT obei

W
ne 2{.-+T h3 ! '
_

Nret = Zohl der r+1-fach ionisierten Atome pro Volumeneinheit
nF = " 7 F= bh M " " u
ne = Elektronendichte = Zghl der Elektronen |, ’
U = 2€ma+1 = statistisches Gewicht des Zustonds r+1
ur = 28+ 1= . i r
Xr = Ionisationspotential des r-foch ionisierten Zustands
‘ o) lonisation des Wasserstoffs in der Sonne ; o =
14 mit Druckionisation
Wasserstoff : X, = 13.54 eV )
? rn 8
Sonne : Oberflache : Ta 000K ﬁ}—iﬁ -1
- My /(Ro+ny) << 1 Saha-Gleichung
erwarten ny /(ngtny) =1 fiir S
T 40000 K 0 N M

Inneres : T2 107K , KT= 1keV » erwarten ny/(ng+n,)= 1
aber : mit Saha—Gleichung : [(ng#n,) = Y12 !

P Grund fiir das Versagen der Saha-Gleichung : 1) grosses ng
2) Druckionisation

b) Druckionisation
Im Steminneren : ¢ sehr gross (¢, =~ ~10°gen 3) ~ geringe Atomabstande
veréndern das Ionisationspotential (Coulombabschirmung)

Xx'_ N \ eﬂ‘ekﬁveg F”otential X, effektives Potentiol

’ .
isoliertes Ion ’ viele Tonen, grosser Abstu'r'ld viele Tonen, kleiner Abstand
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P mit Beriicksichtigung der Druckionisation : vollstindige Tonisation

im Sterninneren ( fiir H und He ) - praktisch alle im Stern—
inneren vorkommenden Atome sind vollstandig ionisiert

13.3 Das mittlere Molekulargewicht fiir vollstndig ionisierte Gase

Def: mitt!. Moleklargewicht fir eine best.Teilchensorte = Zahl der Nukleonen
pre freies Teilchen der betr. Sorte

Pro Masseneinheit : X; Masseneinheiten der Teilchensorte i ( mit
Massenzahl A; und der Ordnungszah! Z;)

Zohl der Kemne i pro Masseneinheit n, .= K&F , My = Protonenmasse

? im,

Zahl der Elektronen vom Element i pro Masseneinheit Nei= %%
¢

Zohl der Teilchen pro Masseneinheit Ny =/ (Ni.; +Ng ;) (44Z;) _Xi

P tot g Ak,i +Ng,i ‘% oy

imp

‘ e 1
Zaohl der Nukleonen pro Masseneiheit n et = s

@) Molekulargewicht pro freies Teilchen M = Mol i

Atet 7 (142;) Xi
i Aj

Sei X.-)(, X"= Y, 1-x-Y=Z=th

Wasserstoff : Z =1 A=1

?

Helium 1 Z=2 , A=4% ~ 31 - ~ 2
. i\ o1 2X+3Y+17Z 1+3X+Y
Rest <AL =~ g 3 /2
b) Molekulargewicht pro freies Elektron : = Mnuel _ 1
e pro Fel fe Ne Zi X;
An
In X,Y und 2 ausQedr&ckt : - '

~ 1 2 H y 4 1
Me =~ = wobei (=) = 1 angenommen
X+Y/2+2]2  T+x % J

2t
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¢) MittL. Molekulargewicht pro freies Ton u, - fho= Dnuct — _1

Nk %%i'_

d) Zusammenhang_zwischen den Verschiedenen Molekulargewichten

-

Nach Def : /f'=/{' * ph

13.4 Zustandsgleichung_des idealen Gases mit Strahlung

P_ & oT 4 §_3T= Q-__g'r : tot. Gasdruck

6~ j“_; . A i
R R
P, : Ionendruck

Pe : Elektronendruck
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14. Die Entartung_des Elektronengases
Fermionen, Spin %2 ~ Wegen Pouli-Verbot : Elektronen-

gas bei geg . Temperatur kann nicht zu beliebig hohen
Dichten wie ideales Gas behandelt werden.

> fir © > gkri(p grosse Abweichungen vom idealen Gas - Entartung

Elektronen :

1%.1 Vergleich zwischen der Boltzmann- und der Fermi-Verteilung_
Gegeben : N Elektronen in Volumen V n,,_bl

ideales Gas , Impulsverteilung der Elektr.
Maxwell- Boltzmann- Verteilung_

Bei hinreichend kleinem Ne

¥¥p2 '2mjﬂ' i*t .
dN_(p,...prdp) = N _¥TP_ ¢ dp Ndx
S (2FmekT) 2 0.6
0.4
P Giiltigkeit der Maxwell-Boltzmann-Verteilung g9
durch Pauli-Verbot eingeschrénkt ! o

Pauli- Verbot : keine zwei identische Teilchen
in Phasenraumvolumen h?
~ fir_Elektronen: hichstens 2 Elektronen mit entgegengesetztem Spin

in Phasenraumvolumen h3

-~ maximale Zahl der Elektronen in Volumen V und Impulsintervall p,...,p+dp

_ 9 4ip? _ 8p?
dN ¢ de_%_%gv __h%Vdp

2 Elektr.  Zahl )
pro Zelle  derZellen riuml. Volumen

mit ¢

> %g ~p° , wie bei der Boltzmann- Verteilung . Fiir kleine p
d.h. p2<< 2mekT muss daher gelten :
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N wrp _ 2 2
idia_g N (am.er)slz < QN_;E._VLT‘% » P° &K 2mekT

Fallunterscheidung
Q) N__4mrp% y8ip?
(gwmek-r) 3/2 h3

P 3 viel mehr Phasenroumzellen als notig
~ Elektronengas : ideales Gas mit
Maxwell- Boltzmann - Verteilung

2 2
b) N__4TP" _ v8ip
(2MmekT) 2 b3

yrp?
::\(ﬂmek'n 2

\
N wirkliche

\\ Verteilung
\ e
\\b dp

M

D bei kleinen Impulsen: alle Phasenraum~
zellen sind besetzt - Das Elekironen -

qas ist partiell entartet N\
P
~ Bedingung fiir Grenze zwischen idealem Gas und starker Entartung
L 3
E..: ne — 2(2“'“_@_& T /2 l’l: ng<<ﬂ: . ideoles GGS
v hs Ne> NE : entartetes
wp2 Elektronengas
-3 -3 3
ne = %83 0 e K 2T dN”mmemW 8iip°y
h?
C)N wpd oy sip? d \\" wirkliche
(@FmekT) 32 —ﬁ% Y die \ Verteilung
D Elekironengas ist stork entartet Pauli-Verbot ‘\i\
~ Elektronen werden zu hoheren verletzt N

Impulsen gezwungen als der P
Boltzmann - Verteilung entspricht

» Die wirkliche Impulsverteilung ist durch die Fermi-Verteilung gegeben




0 1
X =

p
(2mkT) 72

—— Maxwell- Boltzmann - Verteilung (e =- <o)
—— Fermi - Verteilung

—— ;'ll—e VBL;g_Q — maximale Zahl von Phasenraumzustanden

= 2 mal max. Zohl von Phasenraumzellen
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Fermi- Verteilung_:

dNe _ v 87p? 1
dp h3 1 +e-°1’+€/k-r

Daber ist
V 8T0* . maximale Zahl der Phasenraumzellen vom Volumen h3
h® im Intervall P,eey pHdp

[1+ ¥ EAT)™ | Auffilifaktor = Wahrscheinlichkeit, dass eine
Phasenraumzelle bei der Energie

- P besekt ist
2me

¢ : Entartungsparameter (chemisches Potential)

4.2 Der Grenzfall schwacher Entartung

Schwache Entartung : Fermi- Verteilung = Boltzmann - Verteilung

-~ 611 &0
. p2
lim {v gip® } VETP g g ZmeM
Vergl. mit Boltzmann-Verteilung ergibt : € = . i
V 2(2TmekT)312
it n ',h,‘_ d n Mp = t:
mi e=r Un eflemp = § folg ‘
e°l"= h3 T- /o
2uemp (2Tmek)3/2
anto 20imekN®® A g ln(ne) , o <0
ha
Folgerungen :
a) Beclinguﬁgfn fur = const.
-3
nus et = h3 ¢ folgt F=const. &> T /2= const.
2ump (2Wme kT) 3/2 S

gilt auch fir ¢ > 0




Bedingung fur V= const. bei beliebigem °F . a4

v h3
8T ¢ p2dp 8T %2 4 ¢ x 12
* Ne=133 Xﬂeqﬂplzm T =y (mekT) §§1—+?‘mdx
Q
¥ . f x"d
b m?m;l;ﬂ Bt mik Fr)= [ g%

Fa(eF) = Fermi-Integral
Mit Q= neiemp folgt
-3,

§T13/2= ‘*"?/‘emp(zm%k)alz F’ (°P) ~ QT "= const. &> °F= const.

b) Erhdhung von %: Erhdhung der Entartung, wemn ¢4 oder T¥

Wichtig fiir astrophysikalische Anwendungen : .%’ >0 fir beliebige T !

c) Entartung_des Ionengases : ( Protonengas , Neutronengas bei Neutronenstern)

Fir Protonengas : me—> m, y Me™ Mo

¥y : Entartungsparameter der Elektronen} e%'%_ L( 3/2 16°°
%p " der Protonen

—

P ouch bei hochgradiger Entartung des Elektronengases ist das Ionengas
noch nicht entartet und praktisch ein ideales Gas

Ionengas = ideales Gas - praktisch immer verwendete Arbeitshypothese

d) Beispiel: Die Sonne : et . 10 gT- 2 (cgs) fiir schwache Entartung
Sonnenzentrum : gcz 10 gcn-t , Tc 40’}( e eeP- 10 4-> V-2

nur_schwache Entartung des Elektronengases
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1%.3 Der Druck des Elektronengases bei schwacher und massiger Entartung_

Druck = Impulsfluss pro Flachen- und Zeiteinheit

= p-a s p/om kT
R =1 (37 dN _ 1 (gudne it dne _ gp?fy, " *F/me
e 3§p Vv 3§pv pdp mi EIP_ —hE:{'h }
nicht - relativistisch (v«c) : Vg.E_
- -]
P % 3/9
~ P = 87 P 2k 4T omokT ) X dx
. 3h3me §1+é b+ p2/o2mekT dp 3h3me( - §‘l+é -

_ . 3
P Po= 8TKT (9mgkT) 2 g, () Elektronendruck bei nicht-
_...........ﬂ._......——'--—-'—_—".._...__.._—.—‘2 relutiViStiSCher En’turﬁung

Da ne = ‘,:i (2mekT) ¥/ F, (1) folgt

) _ 2 Fap(h)
P P = nekT (3 Fy§(¢)>

Durch Reihenentwicklung von Fy, (<) und Fa 1) fiir °F<0 folgt

Po = nekT |1, __neh? } . o<
e =T { TR (2imgkN) .

4.4 Vollstandige Entartung
Vollstandige Entartung <> o= + e  (fiir praktische Zwecke P> 1)

2
Def: &p,p, : = 5F = ZrEFkT , Eg = Fermi - Energie
e P = Fermi = Impuls

e°|"(£/5|=‘1)}'1

Diskussion des Auffullfaktors  f(¢) = {1 +

op(&/eg-1) stark negativ fir E<Ef
op(é/ee-1) stark positiv fiir €>Ef

Da nach Vor. >4 ist {




«o wenn € <€, 1 , €< E":
-~ (_ _1) ,wenn €=€; = f(P) = Yo , Es§
»0, wenn € > € 0 , €E>¢

(L P2)/2mekT 11
Da f(cr).{1+ep YT ]

f)
4 al’sq—n
~ Abfall von f(o) bei £=¢&¢ von
1 nach O iiber charakteristische
Breite
A& = kT
P, P

Zahl der Quantenzustinde bzw. der Elektronen im Impulsintervall p,---, p+dp

dN _ v 8T 1 = Zahl der vorhandenen Zustonde
o h® 1+ g P I 2mekT mal Besetzungswahrscheinlichkeit
~ Fur ‘1‘: + oo %!p. A
T 2
N Jl" 5 . <R
P 0 , P> P,
~ Zahl der Elektronen als Funktion von p.: D > P
oo Pe 4
dN — V8T 2dp = g
N.!wclp_vﬁ Spdp Vahap |
_ e —_——— =

4,
> o fumy e - (22)R(0)

D Mit zunehmender Dichte ¢ erhdht sich auch p .~ Allein durch hin-

reichend grosses § kdnnen die Elektronen Frelativistisch werden
( wenn P. % meC )




1.0
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0.5
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‘= 2.5
= 5
+ =10
+ = 25
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Pe
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4.5 Druck des Elektronengases bei vollstdndiger nicht-relat. Entartung

Fir beliebige & gilt : Py =1 (57 dN o 1 (57 dne dp
3 § vV 3 § dp
1 = 4+ 60 : .' -p’ d"‘ = 8“ X
Mit o=+ ,ppF« MeC Ve £, - _F% » P<P,
F 1’3 4
~ P o 8T (c*dp — 8T o5 . den p —(3h3Y% (% \5
€ Smehs §P P 15 meh? ATl (Sll'mp (ﬂe)
2/3 /3 . .o
P P = h2 3 4 : Druck eines vollstandig , nicht-
Smemp (“""’) (75) relativistisch entarteten
Elektronengases

Fe = 1013‘0 dyn cﬂ?2 (%)5/3

Verhdltnis von Elekironendruck zu Ionendruck  (Abschitzung)
P = nekT {2F } A _2."&'!'_)} ’
e = Nek {3 o = k {

Meme |3 Fp@)) | B _ 2 g Fan(@)
Pi - nikT = j—- kT Pi 3 Me F‘h(q')
FoMe . T —
lim F () = llm S "[1+e'°"*“]'1dx ~ SX"dx N
'-'{'-b- - = n+1
P Pe _ 2/ cp firekm»1 A~ Py P, wenn >4
Pi S5 He

P Bei hinreichend starker Entartung ist P; gegen P, vemachléssigbor,
so dass

2/ 5
Pt = Po = —h2 (3 3(__?__)’3
" Smjmp 8Wmp j/‘e

N.B. Zustandsgleichung unabhangig von T !

—
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14.6 Druck eines relativistisch entarteten Elektronengases

Wenn P 2 MeC :

c? m2c2 +p?
1% dN dp _ _8T 4 p d
P -1\ve -
€73 ipvﬁ V  3meh? S(qa-P‘/m&cﬂ)"z i

(mec)® S W T %E,g(mec)5 £(§)

3ITIQh3 1*2

- = =

£
mit ( )= 8 Q#d’l = £(2 2-3 1+ 2 2 3 h
o0 - e o - §eF-9eE ", Bosht
m
- Asymptotisches Verhalten :
a) Extrem relotivistische Entartung : §-= «

b iip - 2¢ 2&— - = 4
o MEE RS TEEE R R R O

._ . g, , M a3 V8 o (i3
> e () W - e

Do auch hier Pe>> P; ist, st

3 \1/ 413
P Pt = P = .fmp(gs':;,) 3(-[%)

bei extrem relativistischer
Entartung

B N.B. Zustondsgleichung unabhingig ven T
P steigt nur noch mit @#/3
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b) Nicht-relativistische Entartung : § = 0

é{l_'no t®) =

im P

R&mge

-~

- Imic® & (Bey’

14.3 Zusammenfassung

Zustandsgleichung fiir das vollsténdig 3g

entartete Elektronengas

P

Sm eMp

1 /|
Pa (B (52)

Zustandsgleichung unabhéngig von T

Das log¢-logT - Diggramm

,#,8 « idecles Gas, I°£'-JT
Strahlung dominiert
in 8
: Entartung,
-nicht -relotivistisch in 3
-part. relativistisch in 4
- extrem relativist. in §
partielle Entartung_
—nicht relativistisch in 2
—extrem relativistisch in 6
- partiell relativistisch in ¢

3,4,5

26,9 : -2

5
8¢5 Lg% =

2 /3
L (si?m,) 3(%) » P 25?

N R

8 &5
st
8T % . alei i i
= 21 _ p : gleiches Ergebnis wie
Smeb® ¥ bei .5
lﬂgP-L J J

20#’

15

0

Fel_gimstlsgh meht ent @
=
B
nicht-relativist.
~nicht entortet

”nicht-relativist.| /P =MeC
entortet

C..

1 | { | | 1 || |

|‘ relotivist. 7
| entartet |

-8 6-'%-20246810

|og 9//.«3)

12
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