I DIE GRUNDGLEICHUNGEN DES STERNAUFBAUS "

vereinfachende Annchmen: ( Rechtfertiqung spiter)

keine Rotation —> keine Zentrifugalkrafte
kein Magnetfeld — keine magnet. Krafte
kein Begleiter — keine Gezeitenkrdifte — Einzelsterne
konstante Masse  (wenigstens vorldufig)

1. Die Massenverteilung im Stern

dussere Kroft : nur Gravitation —> spharisch symmetr. Sterne

D nur eine Ortskoordinate erforderlich

n
r : Abstand vom Zentrum g 3 .
Mr== Masse innerhalb von r
r+dr
Sei Q) die Dichtevertellung
r
b M, = §uﬁr2§mdr ) %@ KTr2 o(r)

Fiir Theorie des Sternaufbaus : My als unabhingige Variable geeigneter

Eulersche Koordinate r  Lagrangesche Koordinate My
Grenzen des Stems: 0 < T €R (variabel) 0< Mr €M (fest)
zeitl. Ableitung : r=V M, (keine konvekt.6l.)

P 4. Grundgleichung des Sternaufbaus :
dMr - 4Tr2 () [ ST

dr dMr — bir28(n
Eulersch Lagrangesch




2. Die Impulshilanz

2.1. Hydrostatisches Gleichgewicht dV dF
Annchme : Jedes Massenelement im Kriftegleichgew. P(r+dr)
Welche Krafte ¢ Py 9
Druck :  (P(nN-P(r+dr))dF = _Qj_':_’_ drdF

r

Gravitation: -dmlg| = -IgiedrdF | Igl = r . Schwerebeschl.

r2

» 2.Grundgleichung des Sternaufbaus  (hydrostatisches Gleichgewicht)

ar .. GMr Q(n dP_ _ _ GMr
dr dMr Y
Eulersche Form Lagrangesche Form
R M
> PR = (B omndr +F, PM) = (8H am, +
T e

P, : Oberflachendruck | praktisch = 0

Wichtig : P ist der Gesomtdruck , egcclil |welches die Druckquellen
sin

Fir einen Stern: P = Féus + FS’thung (+ PNeumno + F:a ogn.+ Prmb..f..)
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2.2 Die Bewegungsgleichung

Bewegung von Flussigkeiten /Gasen durch Navier-Stokes-leichung
beschrieben

&V, (Varod)V = F_ 4 qradP_ L rot otV , % ‘* 2 grad div v
ot } ' } ? 9 )
ussere  Druck viskose Kriifte

Kraft n= Viskositat

Ubergang von der Eulerschen zur Lagrangeschen Schreibweise
9 ot & . Ugud

ot T =
[ 2 dV — F_AqradP _Mrotrot ¥V, %72 qruddivy
d g I -3 o 5
Vereinfachungen: 1) Q = 0, keine innere Reibung
2) F=- grad @ , @= 6rvitationspotential
3) Kugels mmetrle 9=0,92-0
ugeisy ) 3?9 e
=(r,0,0) , grad - d_
dr
2 F:-éﬁ_l_". 1 d [r2d@] — o]
1e = 416G
F _§d radr [ r] 3
Bestimmung von d¢ durch Losung der | 4 [r2i¢l] wiGr2e - G dMr
Poisson-~ Gleichung : dri dr
=21 d(r2 ] r2dd - GM
Ax r2 r( %9) RS dr :
Losung: dP - GMr > do - GMr
dr r2 dr ra
oder _T = _GMr _dP verallg. Form

brre Wry  dMr

der 2.Grundg.
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2.3 Gestortes hydrostatisches Gleichgewicht

Bedingung fiir hydrostatisches Gleichgewicht; ¥ = 0

(nicht V=01)

|.i_ « S |de )
gzl umer oWy

genahertes hydrost. Gleichgew. :

stark gestértes hydrost. Gleichgewicht:

a)Sei |dP | « 6Mr & |F|= EBMr . Druckfreie Bewequn
dWel — ars s S
Abschatzung : F = doF R . 6M e E_‘/z
g dtz T s &
T}, = char. Einstellzeit firr hydrost. Gleichgewicht x Freifollzeit
Beispiele:  Sonne : R=1Rg , M=1Mg 2 Th = 25min

Riesenstern: R  102R, , Ma: Mg - T2 20 Toge
Weisser Zwerg: Rx40">Rg ,M=Mg  ~» T} 2 1.5sec
Neutronenstern : R~ 165R@,M.‘=‘. Mo ~Thx 10-"'380

Wichtig: T}, & Entwicklungszeitskala (~ 0% -10'© Jahre)

P Sterne sind immer_im hydrostatischen Gleichgewicht:
(mit Ausnahmen : Stementstehung, Supernovae, pulsierende
steme , z.B. &§-Cephei-St. , Reriode W= T, ~ 3~Y2)

b) Sei |dP l » &M o 7| = L dP . storke Druckstdrung

dMr yrk g dr
Abschatzung: dP. | P ,i?l'... R ~~ R (i 1’2=.-- Vs
* RO th Vs = Schallgeschw
- ‘t’h ~ _\';_ = Schallaufzeit durch den Stern
S

Da Ple ~T & vg~TV2 v gross im Sternzentrum (T hoch)

Vs klein weit aussen (T niedrig) = T}, wird hauptsachlich durch
die Aussenschichten bestimmt !




24

2.4 Zwischenbilanz

Bisher : 2 Gleichungen fiir 3 unbekannte Funktionen r,< undP

-

dr - _1 unbekannt : r(M,), @(Mp) , P(M,)

dMr Hirs , Gleichungen losbar, wennes eine Zustandsgleichung
dP - _&Mr | der Form $(P,9)= 0 gibt. Jedoch schon fiir
Mr W ] ein ideales Gas ist $(P,,T) =0

P Bendtigen eine weitere Gleichung fiir die Temperatur T

2.5 Abschatzung von Zentraldruck P und Zentraltemperatur T.

c

QB:-J:.S , fir Abschitzung dP | R-Po _ Pe

r re dr R R
6Mro . G(M) 5_26M T
PP~ 26M T _ 6 BM R >

¥
Beispie! : Sonne  P. & 6 10"dyncn .

Benutzen fir Abschatzung von T, die 6leichung des idealen Gases

P= % QT . @& = 6Gaskonstante | M = Molekulargewicht [3/Mol]
P T =~ 260 M
& R

Beispiel : Sonne . /u=12 -~ Tc ~ 107 K

(Fir P= 610"dyncm To = 107K und ¢=Gw 1goni > ist die ideale
Gasgleichung eine sehr gute Ndherung')




3. Energiereservoire — Viriolsatz

3.1 Energiereservoire

Welche Energiereservoire hat ein Stern 2 Wie lange reichen sie aus 2
Dazu folgende Abschatzungen :

a) Thermische Energie : (mit idealem Gas )

= 7; gT } Cv= %% (spez. Warme pro Mosseneinheit)

~ therm. Energie pro Masseneinheit = CyT

D totale therm. Energie E chTer = S3 & 2 TdMy = 3 R (T>M

ek 7 48
Fur die Sonne : M®=210 g,{T>=10K , u=1g/Mol >E o= 510 en

b) Gravitationsenergie

dr
Potentielle Energie einer Massenschale A r
- M - g _ &M
dEg = — dM; §ﬁ.x_2de = —dM, GMrg_iiz = _r_rer "
M
. pot. Energie E_= _ { GM ~ _ GM?
D tot. pot. Energie E, S e M, = - A
_ 48
Fur die Sonne = Egq = = % 107 erg
Wie lange kann ein Stern won E; oder Eg leben 2
> Kelvin- Helmholtz - Zeit TKH ] EI. =2 _E'G_ ~ G_MQ..

L E - B
R 33
Fur die Sonne : Lg=%10 egs

15
-~ ’C'KH o Ws & 310?Jahre

B Tun, o0 & Alter der Sonne = 4.6 10’ Johre ~ E g und E. konnen
~ nicht die Quellen der Leught_kraf_i_: sein !



C) Nukleare Energie  (aus dem Massendefekt bei Kernfusion) N

Totaler Massendefekt der Sonne tber 4.6 407 Johre

M= LAy Loat 3107%
oC

- Kernfusnonen lossen M praktisch konstant. Max (-ﬁ- 7403

3.2 Der Virialsatz

Warum ist |Egl = ? <> Virialsotz !
M

dP _ 3dP i, — _ (EMr dM, = E
dMr tn'rlr aMr | S r - 6
M M
{#ir3dP M, = [tnrrBP] S12ﬁr2dr P, = -3 (B My
0 er 0 er 0 8

) > % 1.Grundgleichung

M
> 3 §%—dnr=_EG

mit idealer Gasgleichung: P. - KRT= 20¢,T

. S F TS "
~ 3(PgM, — ¢ i _3 (P
3§§er_ 2§cher_ 2E. D ET_§.§§.er

P Eg=-—2E_ Virialsatz (einfachste Form)

Konsequenz :

o 6ET=-1§<SEG>O : Eq nimmt zu

~
_12 SEg >0 wird abgestrahlt

Sternkontraktion - —<SEG> 0

- Stern wird heisser



4.1

4. Der Energiesatz

Def. Ly = die pro Zeiteinheit durch eine Kugelschale mit Radius r
stromende Energie (wie spielt dabei keine Rolle )

Randwerte fur L.: L (Mr=0) = 0 : im Zentrum
Lr (Mr=M) = L = totale Leuchtkroft des Sterns

Der Verlauf von L, (M) braucht nicht
monoton zu sein !

4.1 Der Energiesatz in differentieller Form

Wie andert sich L, in einer Massenschole dM, &

Definitionen

€N : pro Zeit - und Masseneiheit frei werdende nukleare Energie
(ohne Neutrinoverluste)

~&v e o e y durch Neutrinos abgefirhrte Energie

€g : W . . durch Anderung des thermodynamischen
Zustands frei werdende Energie

> %1_5 = €,-€,+ &g Energiesatz in differentieller Form
( 3. Grundgleichung)

Berechnung von €, und €y : kernphysikalisches Problem
> En= EN(P,T, X)), Ep= E(P,T,X;)

Berechnung von €q: thermodynamisches Problem

1. Hauptsatz der Thermodynamik : €q = — 3_%_ - _Tﬂ_%_

(6.,S pro Masseneinheit)




Berechnung von d0.(8;T) a2

d= du+PdV= du 4+ Pd (ﬂu)dT.,.(aa )dg __P_dg

_@T ) dT {(au _._g_}dg (%)

=0 - = (9u - = (U
Wenn de=0 dé. = (_a,r.)ng cydlT & ¢, (a'r

Eliminierung von (3u/9¢); in (:
Differential der Entropie: dS= d& — ."_(3_) dr .1 {( % E}dg

1 Q2
= (_)g dT + (_B_S)ng
@, B

Benutzen Gleichheit der 2. gemischten Ableitungen : 9%s _ oS

oTes 09gaT
4 a’ o 1 B
. ?ﬁ ) % T 32 TgQ

. (-%%,-%a‘—"%z@—?g ; %

Berechnung von dQ(P,T) (Wechsel von (¢,T) auf (F,T))

Dozu Zustandsgleichung: Q= ¢ (P,T) , mit
S IR @ R B T

Def.: & = (ganSl;.r X (alh) -~ _§2= %_6%

"'I—I

Zustandsgl. in diff. form
N.B.: Fiir ein ideales Gas ist o=1 und &=1



4.3

a=(c, _Iz_aﬁﬂ dT _T 9P 9% 4P

d8. = cydT _l( )

gusserdem : (ﬂ) =C_=C

P\ (o8 spezifische Warme
o7, ( Pt

..I_(a_.
P v 2 l\aTg\oT

0

wegen (S_P) -_— (sgr—)P ‘f‘olgt d& = CP dT +- _-‘.-.. (ég.) dP

s (55 ol
da weiter I.(QS_ > (M —

3 \et), ~ \anT/p
folgt da = CPdT__g_dP‘
und €a=_d8 . _¢c & & dP

97 Tt Pat TS Gt




Umformung ouf die Variablen P und T ergibt 44

€q(P,T) = _Cpﬂ. + S dP , wobei 5=_(__al"9
dt S dt 9InT/,

P obr _ gy-€p-c_2T , 83P  Energiesatz in differentieller Form
oMy ot S ot 3.Grundgleichung

Spezialfalle -

a) Fast immer ist €, <« Mox (En,1€g1) und kann vernachlassigt werden

b) Stationare Sterne (im thermischen Gleichgewicht | nicht explizit
von der Zeit abhéngig )

Aber : Qus Eg=0 folgt nicht P=0 und T=0 !

fiir stationare Sterne : dlr — g

¢) adiabatische Anderungen eines Sterns : d@=0 -~ CPdT__g_dP-O
oder T dlnT_.%_ P dinP =0

P adiabatischer Temperaturgradient ¥V — (dlln"r; = CPST
- a Pg

€g=-C]T (._]"__ _Z%) ~ Es kann €g=0 ol?er
T #0und P40 sein!




4 2 Die integrale Form des Energiesatzes

4.5

M
olr — €,-€, _9u ,_ P 2¢ .. M
W N 14 ot + ?2 9t I g i r
M 8« dM ___aEN
> L =_0En_L _QET+S£ag_er §N ' ot
ot ot = y$2 0t M
M SE\’er: L.v
Zur Berechnung von gP_a dM, M
0 S2 _S_a.l‘.t_er= _oEr__9U
n : 3 Hp L ot ot
benutzen wir -E = §§dM, (vgl. 3.2)
M M
~ _2Es 1P dM, _ 3\P. 3% gm
e §9 N ng ot

benikzen jelzt nach t abgeleitete 2. Grundgleichung :
9_(3P 0_[EMr 2 (0PN L GMr GMr -wir3, (..o,
’aT(am) ot (mrr#) i ?Hr(%i yTrs ‘at ’ f

M
Smaa 0P My = gﬁ—,-

K 3H|'
linke Seite rechte Seite
M
inke Sei integriert = [47r3 9P 29r 9P M, = _ 3(13P
linke Seite part.integriert = [lle ﬁ]o' S121Tr Wi o P dMy = 3Sg ath
e V. i
echte Seit sdfana atg T
r eite = _ 40 \GNr = E
| ot § .

M M
aFs %Ea _ 3(P 9% dM P 9¢ dM
>__8T__4_a_t__3§82% . —>§ %€

P L+Ly =_ ’g_t [Ey+EL+ Ee] integrale Form des Energiesoizes




Beispiel : Sei Ly=0, Ey=const.,d.h. E,=0

Energiesatz : L = - ET- EG }

4.6

- |:--_Eg abgestr Energie

E.=-1Eg Erhohung derinneren
2 Energie
P lebt ein Stern von Eg,soist EG<0 o E.,. ='-Ee >0 ~ Stern
heizt sich auf ! Wegen L >0 ist

. M o
B = {8 Ediy <o
o

Virialsatz ée= - 2é-,-

~ r <0 fir wesentliche Teile des Sterns — Kontraktion

b3 Zusammenhanﬂ zwischen Energiesatz und dem Virialsatz in allg. Form

r e

P
M

= S ( )dM = mechanische Enengie
0 /

L des Sterns
rechte Seite
- Berechnung der rechten Seite:

9P _ _GMr _ ¥ /.m’f V.= u‘u‘rs Vr
Mr  Wir% 4yre > M i

> VP __EGM F _rF =l[£ﬁL-‘lr2]
T oM rr ot

anr[v P] N PP_V, =29 [v P] i %(1?

> PR = -F e Pl-F [ +17]

Bedeutung von 2_[V,P] :
Mr

| Kontr. /Expansion
Integration von (%) ergibt

_SP%(.%)dM [Ve P] __[EG+EK] wobej Ey = 51 F2dMr = kin.
o

e Energie
hLY e




» allg. Form des Energiesatzes in der integralen Form: 47

S _%[EN+U+EG+ EK]

Wenn r#0 —> Eg als mogliche Energiequelle
Der Virialsatz

3V 9P _ _GMr _f GMr 197, 12
= % oMr r r "2k’
VP _ 9 [VWPl_PM =2 [VPI_PL
r Wy am["] W anr['] )
~ 39 [WwPFl_3P - _6M _12° .2 [(..q4u
38Mr[r] 33 -~ 5 +T I§ r
M M i M
12 (r2aMy - 2 (172 dM.---B[V,-P] - (&Mr a4 3P aMy
2 9t2 02 0 og
\ y—" (A4 " J ‘—V—JL‘ v v
=%9 - Ry s Eg , B=Tragheitsmom.

M _
» 330 _ 2B = Eg + BS%- dMr  : allg. Form des Virialsatzes
+ 0 (fur beliebige Zustonds-
gleichung und Steme mit40)

Mit Zustandsgleichung : l;_= ¥-Nu , y= E%

M
- %%92 -2k = Eg + 30~ {udMy = Eg+ 3q-NU  (yumabhvr)

Fur Steme im hydrost. Gleichgewicht (7=0) : 3(¥y-1)U=_Eg,




Beispiele zum Viriolsatz i

a) 4-otomiges , ideales Gas: P=nkT P_2y »~y=5
S 3 3

Qu = 3nkT
> 2U+E_ =0 *
Mt L,=0, E =0 (dh.T=0), EN:O folgt aus dem Energiesatz
L--1E

b) 2-atomiges, ideales Gas: 5 Freiheitsgrade proTeilchen (f=5)
(Translation: 3, Retation:1, Vibration: 1)
olg: y=14 % , hier also : y=7/5

= ot S E
e _g_u,,EG_o > U-“gEe

Mit Lv= 0, EK=O (dh F':O) ) EN =0 fOlgt. aus dem Enelgiesctz

L - o8
6 6
c) Photonengas : P = P. = 1aT*| P
s }Ltfo_=%.usm ~ Y= %
g u'St\'.= QT" g
P U+E.=0
Mit Lv=0, Ex=0 (dh. F=0),Ey=0 folgt aus dem Energiesatz

L=20

d) Gesamtenergie wenn Ey=0, E,=0:

- _ _(3y-4)y _ 34 Le_ % ¢
Etgt= Eg* U = — (33-4)U ‘5(3;;._1)1:'6 P a B

Wegen U >0 folgt Eyo4 < 0 ,d.h. gravitativ gebundener Stern
nur wenn ¥ > 4/3




4.9

4.4 Zeitskalen '
a) nukleare Zeitskala: (Stern lebt praktisch nurvon E, ,d-h.E_ E « Ey)

.@L[:E-e oder L+L =_£N - L+L9=_alnE" =-:1-
S e B NS S 2t Ty

> T, = _EN  :nukleare Zeitskala
L+Ly

b) thermische Zeitskala , Kelvin-Helmholtz-Zeit
Bu=0 o~ Brogy oder Lo-3[EorE ]~ Sk 2Ee

Mr 3G-1 ot
4-atomiges Gas: L =_J1 9€s — OEy
2 ot ot
L __419nEs _1 - Te=2Ee : Kelvin-Helmholtz-Zeit
Ec 2 3t T L
o Ex . thermische Zeitskala

¢) wann ist &g wichtig %

nach Def. ist L=Er_En ~ Tr T « 1
Ty Ty Tw TN

Energiesatz (Ly=0, Ex=0, ideales Gas mit §=5/3):
k- _%.[EN+EQ+U]-_-_§T[EN—(3]-#)U]= _g_t[z,,-u]

Sei At= Ty, sodass AEr = 4
T

L= _OEy ABr _ _AEy  AEr Ey _ _AEN . L Tx
at v TR AT R T at
=1
AL(M_T\__4En . Wenn Tx>> Ty ~ L _28EB8 ~ gax0

b €q ist nur dann wichtig, wenn die charakteristische Entwicklungs-
Zeitskala -C* S t'l' ~ -CKH ist.
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