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Spharisch symmetrische Akkretion

Grundgleichungen der Gasdynamik

1) Kontinuitatsgleichung

39 +div (V) =0 ¢ = Dichte

V = Geschwindigkeits - Vektor

J

2) Impulsgleichung (Euler- Gleichung)

g_aé_g_.,. g(\'/'-grad)-\;.—__gradP+r , P = Druck
f= ussere Kraft  z.B.
v = $ 9

3) Energiegleichung

- =5 - -

_gf(iigv% gu) + div [(12.gv2+9u+ P) '\7] = fv-divF —divq,

W = nnere Energie pro Masseneinheit

-

F = de Sd.Q. nI ,(,r) = Vektor des Strahlungsflusses

n I, = Intensitét in Richtung N
q ~ grad T = Vektor des Wdrmeleitungsflusses

Zustandsgleichung
Hier: nur ideales Gas (ohne Strahlung):
P= & QT ® = Gaskonstante
# = mittleres Molekulargewicht

u=_1 P T = Temperatur
¥-18 Cp = spez. Warme bei konst. P
y = %& C, = spez.Wadrme bei konst. g
v

P einatomiges ideoles Gas: ¥ = g s Cp= %62 , cv=%(§l
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Adiabatische Zustandsdnderungen

1. Hauptsatz der Thermodynamik

da = du + Pd(%.) , G = Energieinholt pro Massen-

einheit
B adiobatische Anderung: dQ =0
~ P=K 98 , K = Polytropenkonstante
T = 4K veg
b
Schallgeschwindigkeiten

P adiabatische Schallgeschwindighkeit
ad \/ 2 -\
- (B - (r&T)"- (1) (1% ¢)

> isotherme Schallgeschwindigkei{:

- @) @)
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Stationdre, spharisch symmetrische Akkretion

interstellare

Stationaritat: ~ 2 _0
ot

sphdrische Symmetrie -
in sphdrischen Polarkoordinaten (r,&,®):

V= (v,0,0)
2 0,2 -0, 2_._,d_
98 99 C or dr

B Gesucht: M (Ta, Qw)
Ausgangsgleichungen

1) KontinuitGtsgleichung
1d (Pev)=0 (1) A r’gv= const.

A M= U4Tr2ev) (20 , M= Akkretionsrate

2) Euler-Gleichung

f_.(fOO) mt §=_ 9
A vdv 1 dP -0 (3)
T %

3) An Stelle der Energiegleichung : Setzen Polytropenbeziehung
P=Ko' (9, wbei 1<y &5/3

4) Zustandsqleichung: P = ® oT (5)
d g g Q
Umformugg von Gl. (3)

dP _ dP d§ _ c?
dr — dg dr S

5

, Cgo= (dp = Schallgeschwindigkeit

Q

r

(6)

A AdP _ 24
Tar =53
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2.6

aus (1) folgt: A.d3 —_ 1 d (vr2) #
? Q dr Vrz dr (
(# in (Dergibt: vdv. _ % d (vr2), M 0,  (8)
r ra2 dr r2
oder ausdifferenziert :
1_dv_‘2[1_£'§.] =_§li[1_ﬁ§_r] 9
2 dr V2 r GM
Losungstypen

P Die transformierte Euler-Gleichung (9) erloubt es, die mdglichen
Losungen in verschiedene Klassen einzuteilen:

B Nebenbedingungen :

- : 2
1) fur grosse r ist __%[1 = QCsr] >0, da c9;<oo
re GM

2) es muss C:j_V” <0 sein, da V(r+«)-»>0 und -V(r=R,) >0
r

P Folgerungen :
a) aus 1) und 2) folgt: vE ¢ C% fur grosse r

- Unterschallstromung weit weg vom akkretierenden Stern

2
- 9c2y i fiir F=fe: 14_ 2Cstrs |0
Mit 1 [1_?%4_] 4 bis fir r=rg [ Leeele ]

A Iy = GM_ _ MG_B' ~?510cm( )(I(_@_ »R* (40)
2c2(r) 2R Trs) 0% K

b) fir r<rg muss v2>c3 sein ~ Uberschallstrémung

C) bei r=rg muss gelten:

entweder v2 =2 | (Ma)
oder c:l_\f =0 (#1b)

» Damit konnen die moglichen Losungen aufgrund ihrer Eigenschoften
bei r =rg klassifiziert werden:




2.7 Y-

I

D |

'
-

2 e
Typ1: Vi) = Ctre) , V2 >0 filr 1 oo
g _
v2Z Cs fir rgxr transsonische
- Stromungen

y . SR
VQ%CS fur rzrs

Typ3: v« C§ Vr, 9v_0 pei r=rg reine Unterschall-

9 C stromung
Typ4: v3>¢C5 Vr, 9dV3_0 bei r=rg reine Uberschall—
dr stromung

2 .. e
Typ 5: dv2 _ o, wenn vie C.(N; nur r>rg | Losungen existieren
ar nicht im ganzen

Typ6 - %9—' = o, Wenn vi. c: (N; nurr<rg | - Bereich

3 nur je eine Losung vom Typ 1 und 2, sog. transsonische Lésungen
(Ubergang von Unterschall- zu Uberschallstrgmung bei r=r, ;
rs : Schallpunkt der Stromung )

3 Losungs-Scharen fur Losungen vom Typ 3-6.
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P Einzige, fiir Akkretion in Frage kommende Ldsung ist die vom Typ1.
~ 3 nur eine Lasung_

Losung der Euler-Gleichung (3)

Integration von (3) entlang einer Stromlinie

1.dv2, 1dP GM dr—V2 dP _GM _ const. 12
S{z arfgart e S (12)

(12) = verallgemeinerte Bernoull:-Glelchung

P Betrachten im folgenden nur den Fall g_C_P > 1
Cv

~A aus (%) - SdP S g 1K3X-1
GM _ V2 cZ G6M _(_ S
Y E"' 9 __?___2_4. Xi"— . = C = const. (43)

Bestimmung der Integrationskonstanten C: nehmen (43) fiir r- e,
A V>0, C =Cilw)

~A C= c;co:) (1)

Mit (10) und (1) gilt nun bei r=rg:

Ci , CEU) _ GM _ C2() . C3(a) _2c = c2 ()

2 ¥-1 T 2 Y y-1
oder 1,2
Cslre) = C (oo)( 2 ) , 1<y <5/3 (15)
5-3y
o ¥ =
Da C5 ~ ¢ ~A g(rs) - 9(«;} (gs((rs%)x-‘l (16)
g (o0
Da M= 4TI (-ven) = 4T 1 ocr C(rs) U9

ergibt (10, (45) und (16) in (17) eingesetzt:
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| : 5-3%
3 M= raM> Q (=0 [ 2 ]2();-1) (18)
C3(e0) 5-3Y

A Mz 21077 Mo (M (_ _S’(L)( cs@ Y2 pir y=14

a 10"2%gcn3/\10km$'*

~ Bei Akkretion aus dem interstellaren Gas sehr kleines M !

Bestimmung von v(n, @(n, Cs(n), etc.

(18) in (43) eingesetzt ergibt

. . 2
Vs M- [ t«ﬂ]x- (19)
bTr29ew)  4Tr2Q(=) LCs(r)

(19)in (13) eingesetzt ergibt eine algebr. Gleichung mit i.a. gebrochenen
Exponenten fir C.(r), die numerisch gelost werden muss.

Qualitatives Verhalten der Losung

a) weit weg vom Stern: I >»>rg, Cg(r) = Cg()

4
~A aus (13) und (I%): V_; e GTM A V(D) & (2('5_” /2 & Cg(n
r

mtry vi. A v —» CN =~ Cs(co) fur

~ 2GM . Akkretionsradius
C2 ()

r =

Bedeutung von rgee -

thermische Energie pro Masseneinheit cs(n (g ) Tl r2 e
Gravitationsenergie pro Masseneinheit r Vace

~ thermische Energie dominiert Gravitation hat geringen Einfluss
fir r>» Face .

P N.B. grossendrdnungsmdssig ist M = :rrr?cc ¢ () C(«0)




2.10

b) innerhqlb des Schallpunkts : r<rg , vZ> Czs .

~ Materie im wesentl. im freien Fall | Gravitation dominiert,
Druck ist unwichtig.

wenn VZ(r) » C‘:(r) >C:(°°) : V_2 GM .0

— ——

2 r

2 .
A ViD= Vi = 26M 5 o fiir rer

. g2 _ _ r2/2eM /2 _ 3/2
Aus () : rve = const. = r _r_) ¢ = const.r%o

3
A 0N = oy (L?_) . r<re

Zusam menfassung_

1. Die stationare Akkretionsrate wird durch die Bedingungen bei
r-c sowie eine Zusatzbedingung in der Nahe der Stern-
oberfldche (z.B. v2> c2 fur kleine r) bestimmt.

2. Gravitation ist wichtig nur fir r<rge

3. Stationare Akkretion mit der durch GL.18 gegebenen oder
einer hoheren Rate muss durch einen Schallpunkt gehen.
In der Ndhe der Sternoberfliche ist die Stromung eine
Uberschallstromung.

Konsequenz von Punkt 3:

Bevor die Materie die Sternoberfldche erreichen kann, muss sie
durch eine Stossfront in der sie auf Unterschallgeschwindigkeit

abgebremst wird.




Die stationdre, adiabatische Akkretions - Stossfront

Sternoberfldche Stossfront
¥ v

—] |—
V.
‘—2— I -

7% »downstream’ ll "upstream”
S r i
tossfront x 0

Vereinfachungen

a) betrachten ebene Stossfront : r — x

b) Stromung senkrecht zur Stossfront

¢) Die Stossfront sei e dunn (d.h. mittl. freie Wegldnge der
Teilchen A4 & dx/dInP dx/ding, dx/dinv,d.h. als die
makroskopischen Ldngenskalen beiderseits der Stossfront )

d) adiabatischer Stoss, d.h. keine Energieverluste beim Stoss

e) stationdre Stromung 4 9/t = 0

Die Rankine- Hugoniot Stoss-Bedingungen

P Die Beziehungen zwischen (§4,V,,P,) und (g,,V;,R,) ergeben sich
durch Integration der Erhaltungssatze uber die Stossfront.

1) Kontinuitatsgleichung : H? (V) =0

A ?1\4 = QV, = J = Massenstrom 1

2) Impulsgleichung (Euler-Gleichung):

gvdy + 4P -f & 4 (Pegv?) =,
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Integration iiber die Stossfront ergibtc:’

. |

(P +¢v2) = (R+9,v2) = lim Sfxdx =0, da fx<e inder
dx+0 _yx Stossfront und

fx=0 ausserhalb

A P+ ?1\/19- =R+ ggvg' = I = Impulsfluss (2)

3) Energiegleichung: 4. [v(%. oVirqu+ P)] =f.Vv

dx
Mit U= _1__...@‘_.£.
-1~ 9
und ?V = J = const.
fOlgt: 0 8
d [v(4ov2 = ive, 8 Pl =
d_x'[v(f?v +9U..,.P] gvg_x[zv 3_1?2] f v

Integration iiber die Stossfront ergibt (da Lim djxvf, dx =0):

X0 -dx

Av:i, ¥ B

1vZ, ¥ Py _ E= spez.Energie (3)
2 1 y-1 94 22+b‘-1 ) g 9

P (- (3): sog. Rankine-Hugoniot - Bedingungen

Losung der Rankine -Hugoniot - Bedingungen

I =P .1 (¥)
Jv Qv2
b Def.: Mach-Zohl M : MH2- _v2 _ 18V2 (5)
(€2 ¥ P
aus (%) und (5) folgt
I 1 .1 (6)
Jv Yy M2

() in (3) eingesetzt ergibt:

E = Av2, ¥ [Iv _y? It yi ¥ Iy, E=0 P
* [ e 20-n _ ¥13
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(#) ist eine quadr. Gleichung fur v mit den Lisungen v, und vy, wobei

V,+Vy = 24 I
oder 1, V2 - 2y I _ 2y [/ 1], 9)
TV, +1 Jv, ¥+ [w{f (

wobei M, =V, /C:&) die Mach-Zah! vor der Stossfront ("upstream) ist.

Der Grenzfall HM,>>1: sog. storker Stoss
Mit J,>> 1 folgt:

3;3:%‘_"_1. (= & fur 3=%)
I=gVv2 (J_JF“) ~ gV?
P= I-9V2 = % & Q2

-+ vor dem Stoss ist der Gasdruck P, gegeniiber dem Staudruck g,,v‘z
vernachlassigbar.

Der Gasdruck hinter der Stossfront F, wird

= 3 ov2 fir ¥ =5,
- XT'I?‘H (= % SN fir ¥ = 9/3)
~ Dissipation in der Stossf_ront wandelt den grossten Teil der geordneten
kinetischen Energie der Uberschallstrdmung in Warme um . ~ Die
Temperatur T, des Gases hinter der Stossfront ist dadurch so hoch,
dass die Strdmung eine Unterschallstramung ist.

1
02%2) = (x&)& V2y (y-1
?2 X'l-‘l

Il

- " p

g
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Die Temperatur hinter der Stossfront wird

To= f Pa = 20-1 x y2
. R S (X+1)9-g 1

Unter der Annchme, dass

2, y?% _ 926M
v, =V = M

i ~ LQ-1) GMu - 3 GM gr y=3
wird T, = (yEﬂ? i ( 86-% far ¥ 3)

t

~ Virialtemperatur des akkretierenden Sterns
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Die maximale Akkretionsrate; die Eddington- Leuchtkraft

P Betrachten sphdrisch symmetrische PP
Akkretion mit Rate M auf Stern
mit Masse M und Radius Ry.

~ Akkretionsleuchtkraft
~ &M v (1)

*

P ~ Strahlungsdruck Fqq ~ Ruck-
wirkung auf Masseneinstrom !

Qccr

acer

P Wie gross darf Ly, bzw. M max. werden, damit Akkretion noch
moglich ist ¢

Betrachten dazu die Euler- Gleichung:

_‘l_(iy_2+_1__<£_+_(§_M_=o (2)
2dr Sdr re

Verlangen :  dv2 < 0 ( beschleunigte Stromung auf den Stern)

dr
Q dr r2
Annghme: P= PR +P , = Py Fa¥ P
Prad _ T
~A d_l:. ~ dd:ad "_'c—é;ae" F,dv, (4)
wobei -F:, - Sf,-r'; do = Strohlungsfluss ; I,,= Intensitat
a2

D Voraussetzung: akkretiertes Plasma ist wollstdndig ionisiert, (§,T)
so dass %, =%, (Elektronenstreuung dominiert).

2
2,=%_=Ned.= S & ; é_= 8% (€2)" = Thomson-
Ve ST Mmepe T T3 (rrqecz) querschnitt

~ P T2 3 (Fdv=-(TF §r . __L_84r (5)
dr C Mp Me b Mp Me Lirr2 mpCﬂe




2.16

(5) in (3) eingesetzt ergibt:

> Lg lmgMos | GMme 41y o

Lg = #GMmec : Eddington- Leuchtkraft
Sy

e = 13 0%y (1) = 34 0Ly (M)

aus (1) und (6) folgt:

M~ LR UM RempC 1y _ M
> MNEM_*_é d:p LA ®
Mg = 4TRxMpcC : Eddington - Akkretionsrate
i =

M_ ~ 9.5 10"’95"( ) = 15 1078 M_/a Re )

106cm

E 10écm

P Bei L,2Llg oder L 3L bazw. M 3, M wird die Akkretion
durch den Stmhlungsdruck be- (ver-)hlndert' "Dies gilt qualitativ
auch fur nicht spharisch symmetrische Akkretion.






